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MESURES VECTORÍA.LS I TEOREl'A DE RADON-NIKODYM
1. = Introdizccib
Joan Cerda
Siqui- E una o--blgebra de parts d'un conjunt no buit X,
m : E ---i IR una mesura positiva finita, EcE arbitrari,,
E+ _ `~ E .:
	
;.(E) > 0 !
, SE	 ,'C El, EE
m(E') > ;0 i F un espai de Banach real de dual topológic F' . .
Des dels anys 30 se_cons deren mesures F-valorades, ge-
néral'itzant -les S-valorades . Se -relacionen amb qüestions
com la teoria espectral de Nilbert., la~representaci6 integral
d'operadors 'lineals entre diversos .espais de Banach (com C(K),
L { (m), etc .) ,, la teoria de control .de sis.temes ámb un nombre
finit o infinit de graus de llibertat, etc .
Per aixb s'ñan seguit'dos camins . :
'(a) El de les mesures conjuntistes
descritas p .e . a Dunford=S*chwartz - [10], Dinculeanu-[8],,
Klúváneck-Krioviles .[T7], etc .
(b) El de les mesures de Rádon vectorials sobre un espai
tópolbgic localrnent compacte *T
considérades per Bourbaki.[3],'Grothendieck [14], Edwards [13],
Thomas [30] i [31], etc .
Ni ha resultats de representaci6 d'aquestes mesures
com a ::iesures conjuntistes . Aquí mos limitarem a considerar
el (,u.nt de vista (a), destacarem els - fets al voltant dels
que
S'$2 anat consolid9nt la. teoria d'aquestes mesures vectorials,
i mos fixarem especialment en el problema- (le la v~aic~c:s~: d.e7 .
teorema de Radon-Nikod~m (TRN) .
2 . - La definici6 i teorema d_ 'Orlicz-F'ettis
Cap all935, Bochner introdueix la integraci6 ("forta")
respecte a m de funciona vectorials ? : X --i F .
Se diu que 7 és mesurable si és límit q.p .t . d'tu1,9 s-tic-
cessió ñ de funciona
simples . Se diu que és intefrable si a
més se té
En aquest cas, definint primer la integral c¡e les n i després
s'obté la integral de Bochner, amb propietats coro la de la
convergéncia dominada, teorema d'Egorof, completitud del
corresponent espai LF(m), etc .
A cada ?eLF(m) se li té .associada una funci6 de conjunt
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lim 117 - 1 1 dm = 0 .
S E ? dm =
lim SE n dm,
que és mesura vectorial en el sentit de ser una funci6
o-- aditiva, i .e ., tal que, per tota successió (En )nól C E
de conjunts,se té, amb convergéncia de la norma de F
~.i ( UEn)
	
= E M (En),
convergéncia necesshriament incondicional degut a que una
reordenaci6 de (En)riol és del mateix tipus .
Segurament el primer resultat significatiu sobre mesures
vectorials és el que assegura que en la definici6 basta. supo-
sar convergéncia incondicional dbbil, o, el cue és eouivalent,
que és mesura numérica cada
~u
Teorema 1 (Orli.cz-Pettis) . - A un espai de Banach, Snól xn éEP-
. '
,su!n ble si i només si és debilment incondiCionalment convergent .
rs aquest un teorema no trivial que apareix per primera
vegada en els artícles d'Orlicz sobre sbries ortogonals, en
els anys 30, i del que Pettis [22] va donar la demostraci6
completa . Ha estat objecte de variants i generalitzacions en
treballs posteriors (veure McArtur [20], Robertson [28],
Thomas [30] i [31]) .
Naturalment el teorema 1 només té interés en el cas
dim F = co, cas essencialment diferent del
	
dim F < eo, com,
se posa de manifest p.e . si se considera la variaci6 IÍ~I
de la mesura Í
(E) = sup E I ti (Ei )
(suprem respecte a les particions finites E = UEi, EiEE)
i que és la més petita de les mesures'> 0 amb la propietat
(E) > I (E) .
_
Contrhriament al cas numbric (o dim F < oo), no té
per qub ser finita i, de fet, si dim F
mesures ~.i amb
II~ II " = I~ I(x) _
sempre hi ha
com a conseqüencia del teorema de Dvoretzki-Rogers [11],
segons el qual existeix (xn ) a) F dbbilment sumable no
absolutament sumable .
Les mesures m són exemples de mesures de variaci6 fi-
nita (IIm> II = II II ) i és fácil -construir exemples de mésures
vectorials de variaci6 , finita que no són del tipus m .
Així, si m é.s la mesura de Lebesgue sobre [0,2n] i si
rio (E) _ ( cos nt dm(t) )
E
nl,
el lema de Riemann-Lebesgue assegura que se té
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i se tracta d'una mesura vectorial tal que 1 -o I < m .
En canvi
po
no coincideix amb una mesura del tipus m
per cap
	
_ (fn)ñ° ls [0,1] -i co integrable, ja aue aizb
3 .- Imatge d'unámesura, teorema de Bartle-Dunford-Schwartz
Un segon punt fonamental dins el desenvolupament de les
mesures vectorials és el de la determinació de les seves imat-
ges
Així, si dim F < oo, el teorema de convexitat de Liapounov
aééegura que la imatge d'una mesura F-valorada no atbmica és
un compacte convex de F, i aixb dóna lloc a importants aplica.
cions a la teoría de control bptim (com és el principi de
bang-bang) . El mateix Liapounov va observar que el resultat
no ' se conserva en el cas dim F = co .
Per aixó s'hs de considerar com a bbsic el següent
Teorema 2 (Bartle-Dunford-Schwartz [2]) . - La imatge
(£) .
d'una mesura vectorial és débilment relativament compacte .
Resulta sixí
(a) és de imatge acotada i (r u)ueBo (Bo bola uni-
tat de F') és dbbilment relativament compacte dins 1'espai . de
Banach ca(S) de les mesuresndmério.ues amb la norma
En realitat el teorema resulta d'aquesta propietat,
que, demostret (a), 1'operador
implicaría




(fn(t))II = (cos nt)riol q.p .t .1




ucF' ---> ~.i ueca(E )
és cl.bbilment compacte, el seu trasposat T' també i la imatge
per T' de la bolsa unitat de ca'(E) conté . a
(b) Respecte a: la continuitat se té que, donada m,
m(E) > 0






iaci6 finita se compleix el recíproc .
Donada ~.i sempre se pot obten¡r m (_> 0 finita) amb els
mateixos conjunts de mesura nuca que m . Així se té L oo ( 1
) _
= L oo (m) i, en general, se pot considerar
L co(Íz E) = L oo (m,E)
format per les ?sL
co(m) nulles fora de E .
(c) Knowles va descriure les mesures vectorials I.i que
són de Liapounov en el sentit de que tots els ri(EE ) si guin
dbbilment compactes i convexos . Va observar que basta interpre-
tar la condici6 .de no atomicitat que ap areix en el teorema de
Liapounov com la no injectivitat de les
: fF-L oo (Fi E) ---> J




El llibre de Kluváneck-Knowles [17] és una bona refer-en-
cia per aquest problema de la descripci6 de les imatges de
mesures i ap].ic?cions a la teoria de control per a sistemes
governats per equacions en derivades parcials .
4 . - Teoremes de Radon-Nikod_~m i de Dunford-Fettis
El TRN tracta de determinar quan una mesura tz és una m






respecte de m, de manera cue eetl4 rel-acionat a:nb lei~~'es-
cripci6 dels operadors "inte.Zralsi ,
g ---~ gf dm -
Com en el cas numbric, s'obtenen P-cilment condiciona que
necesshriament ha de cumplir 1.z x,er que sigui una m i sP té-
que la mesura ha de ser de variaci6 finita i absolu?ament con-
tínua « m) .
Perb 1'exemple ~.i o : E -~ co del No 2 mostra que, a dife-
rbncia del cas numbric, aquestes dues propietats no s6n sufi-
cients .
En l'estudi d'aquest problema se tenen diferents punts
de vista.
(a) En anhlisi funcional interessarb en relacié amb des-
cripcions d'operadors F-valorats definits sobre espais de fun-
cions contínues (veure [2] i [14]) o sobre un espai L4 (m), com
és el cas, p .e ., del teorema de Phillips que assegura que
tota aplicaci6 lineal continua dbbilment compacta
T : LI(m) --j F
és del tipus
Tg = j gh dm (h&LF(m)) " .
Més, endavant tornarem a considerar les relaciona d'aques-
tes descripcions d'operadors amb el TRN per a mesures vecto-
rials i del que la primera versi6 és
Teorema 3 (Dunford-Pettis [9]) . - Tota mesura
E -i F', F'separable,
que cumpleixi IM
5
(E)¡ < k m(E) se representa
u = m7	( eLF,() )
(b) En geometria d'espais de Banach s'intenta determinar
espais i mesures que admeten un teorema semblant al de Dunford-
Pettis a partir de propietats ,-eombtrioues dels valors de la






considerades ja per ?hillips [25] .
De fet se troba fácilment una nova condici6 que ha de cum
plir ri si és igual a una m
"Donat e > 0, MEE ) és relativament compacte per qual









pacte : ha de ser clentable .
A(E) = : E'F-2É
m (E')
Tg :=
E'EEE 1 c: T(bolla unitat de L 1 (m))
E
que, per m(E - Ee )< E adequat (el qué proporciona el teorema
d'Egorof, segons el qual hi ha s,l --i en LF(m) i la conver-
gbncia és uniforme sobre E E , amb s,.1 simples), és operador
compacte per ser lím t d'operadors de rang finit
Tg := J gn dm .n
EE
Rieffei [26] considera una própietat interessant en relatió
a.mb el TRN que té A(Ee ) per ser (dbbilment) relativament com-
Se diu que AC F és dentable si -per tot e> 0 se pot
determinar xeA tal que x y co(A - B(x,E)), amb B(x,c) bolá
de centre x i radi E i on " co " vol dir "envoltura convexa
tancada" . Si se té un mateix xeA per tot E> 0, se diu que x
és un punt de dent ("denting point") de A.




~,z = m per una ES(M) .
(2) Per tot e> 0, se potpiendre m(X-XE )< e amb A(XE ) (dbbil-
ment) relativament compacte .
Per tot E£E+ , existeix E'eSE amb A(E') (dbbilment) relati-
vament compacte .
(4) Per tot Ee£ , existeix E'£E E amb A(E') dentable .
(5) Donats e> 0 i EcE , existeix E'e£E amb diam A(E')< e .
La construcci6 dé ? en la implicaci6 (5) => (1) s'acon-
segueix considerant particions cada vegada més fines
ni = íEi1, . . . .Eiki
de subconjuntsde X formedes per conjunts amb diam MEij ) Pe--
tits que assegurin la convergbncia de les
dins L1 (m), i el límit és .
(c) En probabilitats la tbcnica anterior és la de les
martingales .
Si £n és la o-- álgebra engendrada per una partició
i aquestes particions s6n cada vegada. més fines, (En )ri°l . és
base de martingales (successi6 creixent de sub- o- -álgebres
de £) i, donada les corresponents sn que hem associat a
00les rt
n
s6n tals que (£n, n)=l és martingala , (les n
són




si n < m i EcEn) .
Suposant, per simplificar, que E és la o- - álgebra en-
gendrada per la reuni6 de les En , en el cas m s'obté
fácilment que




. . .'Enk 1n
¡¡ -S> -?(I 1 -_>0
(si la funci6 fhs si~: ple se té eventualment n
cas contrari, s'aproxima . per funcions simples) .
No É:s d'extanyar , per tant, que, al mateix temes que
Rieffel, Métivier [21] demostrbs la . implicaci6 (2)-:> (1) del
teorema 4 a partir de resultats de convergbncia de martinga.-
les vectorials.
5 . - La propietat de Radon-Nikod$m
El teorema de Rieffel porta a considerar la classe d'espais
F amb la propietat de Radon-Nikod$m (PRN), i.e ., amb la propie-
tat de que tota mesura ~z F-valorada de variaci6 finita que ,
compleix
	
« m respecte a una m (_> 0 finita) és ti = m
Degut a que ~.i « m equival a ti « m, la PRN equijl
a que tota de variaci6 finita ten
l
gui derivada de Radon-
Nikod~m r_es
l
pecte de la seva variaci6 en aquest cas exis-
teix d~h i /CIM , ja qué se tracia de mesures numbriques, i
d~
dm d1ri1dm .
Ja hem vist . com c o no té la PRN : la mesura o~valorada
era de variaci6 finita, cómplia ro« m :i, en carvi,
~o co
Tampoc té la FRN 1'espai L4 [0,1] . En efecte, la mesura
és de variaci6 finita, « m si m és la mesura de Lebesgue
(se té ~~
F
i1(E) ~j l = m(E)) i, en carvi, qualsevol que sigui
EcE , A(E) no pot ser mai relativament compacte, degut a que
se pot descomposar E en una partici6 numerable (En)nól de
con-
=
junts EnEE i l 1
En	-
Ek
~~1 =2 si ní k .
m(En ) m(Ek )
i, en
A partir d'aquests exemples s'en poden construir molts d'
altres perqub també té la PRN tot subespai tancat d'un F amb
la PRN. Així, si F conté una cbpia isométrica de co l F no té
la PRN.
Els gwcients d'espais de Banach amb la PRN no tendran, en
general, aquesta propietat. Recentment, Edgar [12] ha demostrat
que si H és subespai tancat de F, per que F tengui la PRN, és
suficient que la tenguin H i F/H .
Ele últims anys s'ha treballat en la determinació de con-
dicions necessbries i condicions suficiente per la PRN, i en
estudiar la seva relaci6 amb propietats geombtriques, topolb-
giques i de la teoria de la mesura i probabilitats .
6..- Propietats Reombtriques i PRN
El teorema de Rieffel d.6na lloe a. una carecteritzad6 geo-
mbtrica deis F amb la MN
Teorema. 5 (Maynard-Huff - - F té le PRIZ si i. nomás si és denta-
blé (i .e ., tot acotat és 4ertable o, el que és equivalent, és
dentable la bolla unitat de tota noma compatible) .
Que la dentabilitat és suficiént per la PRN, resulta del .






: E's£E (E,-£¢ )
iÑ I(E')
(és Epi(E')Í < i ~ l(E~)) .
El recíproc el va demostrar Huff [15] suposant, per reduc-
ci6 a 1'absurd, que F no és dentable i té la PRN, per construir,
seguint un métode de Maynard [19], una mesura F-valorada sobre
[0,1] que cumpleix
(E) I < m(E)
respecte a la mesura de Lebesgue m sobre [0,1] i aue no not
tenir derivada de Radon-Nikod~m degut a- que no se ci>mpleix la
propietat (5) del teorema de Rieffel .
Acuesta és la demostraci6 que recull Diestel [6] . Un altre
rnétode és el de Davis i Phelps [5] .
Del teorema de 7,aynard-Huff resulten moltes consegUbncies .
Així, degut a que un conjunt és dentable si ho s6n els seus
subconjunts numerables> (DIaynard), se té
	
1' equivalbncia de
(1) .F té la PRN .
(2) Tot subespai tancat separable de F té la PRN. .
Una altra descripci6 geombtrica déls espais amb la PRN és
Teorema 6 (Phelps) . - Per F s6n equivalents
(1) F té la PRN .
(2) Tot tancat acotat no buit té punts de dent .
(3) Tot tancat acotat no buit té punts fortament exposats (x£A
sé diu fortament exposat si existeix úeF' tal que u(x) _
= max u(A), i lim xn = x si (xü)nlC A =pleix lim u(xn) _
(4) Tot corivex tancat i acotat és 1'envoltura convexa tancada
dels seus runts fortament exposats .
D'aquest teorema resulta, en particular, que .tot F amb la
PRN té la propietat dé Krein-Milman (PKM) : tot tancat acotat
i corivex no buit té punts extremals (o bé, és 1'envoltura con
vexa tancada dels seus punts extremals), ja que tot punt Porta-
ment exposat és extremal .
Huff i Inorris [16] han caracteritzat els F amb la PRN com
els que tenen la PK14T forta : tot tancat acotat no buit té
punts extremals .
PROBLEMA : PM => PRN ?
Stegall [29] va demostrar que la resposta és afirmativa
pels F' .
7.- Propietats topolbg,iques i PRN
Com ja hem indicat, baix el .punt de vista de 1'anblisi
funcional, 1`interes dels espais. F amb lz dlv se pose de mani-




. L9 (m) -i
en forma integral .
En efecte, defínint
Í~
(E) .= TUE ),
de ~T(lE )1 < JIT J!m(E) resulta ; ~.i «-m i de variaci6 finita.




per certa f &L~(m) , de la que és
ment acotada . Per tant
' T(s) _ ~s
si s .és simple . .Per continultat
T(g) = j g i" dm .
-
.
.'En particular, 'aixb será cert pels duals separables, ja que
el teorema de Dunford-Pettis (teorema 3) se pot enunciar
Teoremá 7 . - Tot F' separable té la PRN .
Resulta del teorema de Rieffel : si AG F' és acotat i
> 0, se comprova que existeix xeA tal cue xy co(A - B(x,e))
inalús considerant o-(F',F)-adherbncies . Per tant F'és dentable .
Igualment resulta
Teorema 8 .- Tot F reflexiu té la PRN .
Sens dubte, aquests s6n els resultats positius més impor-
tants sobre espais amb la PRN . Del de Donford-~ettis se dedu-
eix
fácil veure que és essencial-
(a) 5i . tot subespai separable de F té dual separable, F' .
té la FIM . M111 1321) .
El recíproc és cert (Stegall[29]) .
Els teoremes 7 i 8 adrimeten una millora
(b) 51 tot subespai separable de F s'injecta dins un:dual
separable, F té la PRN .
PROBLEMA : És cert el recíproc ?
De (a) se pot deduir un resultat de Kuo :
(c) Si F' és subespai d'un espai de Bánach dbbilment
	
i
compactáment generat (i .e ., conté uila part dbbilment compacta
total), F' té la PRN .
PROBLEMA : Éá cert el recíproc ?
En el can . 5 de Diestel [6] se té una bona descripci:6
dels espais dbbilment compactament generats : Están relacionats i
amb la ciarse d'espais amb norma que és diferenciablé FrIchet .
Per aduests espais se té (veure Dieátel [6])
(d) Si F té norma difereñeiable Fréchet, F'té la PRN (dé
fet és suficient due F sigui "mol-, llis") .
Serien interessants e?s posibles recíprocá .
El 1968, Asplund [1] va introduir els F tals que tota fun-
cié continua convexá sobre un obert convex és diferenciable Fré
chef sobre un Gs dens de l'obert i va provar que, en aquest cas,
F' té la PRN . Recentment Stegall ha demostrat el recíproc
(e) F és d'Asplund si i només si F' té la PRN. .
Considexant c (I) amb card(I) > card(]N), Lindestrauss
[18] va,provar que el ser F,d'AsDlund no implica que F' sigui
dbbilment compactament generát, perb la implicaci6 inversa és
certa (veure (c)) .
8 .- Teoría de la mesura i PRN
Con hem vist, el TRN se pot estudiará partir de propie-
tata de convergbncia de martingales . Aquest és el mbtode se-5-uit
per Métivier [21] i Chatterji [4] i qme permet donar una altra
caracteritzaci6 de la PRN
Teorema 9 (Chatterji). - Per F s6n equivalents
(1) F té la PRN .
(2) Tota martingala (Ei,x ieI sobre (X,E,m) amb válors .dins F
i uniformement acotada (~xi(t)1<-K) és_convergent dins LF(m) .
(3) Idem per martingale-s del ti-pus (En,x )nneIIQ °
Un altre aspecte interessant de la teoria de la mesura
relacionat amb la PRN és el de la mesurabilitat de conjunts de
1'espai F . Així, Edgar [12] ha demostrat
Teorema 10 (Edgar) .- F' té la PRN si*¡ només si els conjunts
dbbilment universalment mesurables de F' coincideixen amb els
univerealment mesurables per la topologia de la norma .
En un espai de Banach F, com demostra Edgar, els conjunts
universalmenti mesurablés  i els o (F .F')-universalment mesura-
bles són els mateixos . Perb
PROBLEMA : ¿ Eaisteix qualque F'tal que els bcrelians de
(F,
	
siguin diferents deis de (F, a°(F,F') ) ?
` En el cas d'un dual F' hi ha coincidencia de borelians
per. .
(F i (F'$ o-(F',F) ) :
.
9 .- Apbndix
Una extensi6 útil de la teoria de les mesures vebtorials
¡ i de les propietats i qüestions que hem considerat aquí és
1'estudi de mesures amb valors dins espais localment convexes .
Així una bona. part de lo que hem dit s'aplica al cas en que F
' és espai de Fréchet i actualment hi ha una intensa activitat
dins aquesta línia .
Aquest estudi no se redueix simplement a una generalit-
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